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 منلائوس ۀشکال الکریلأا مسطحه در بخش هندسی ۀتعبیر کروی هندس

 حسن امینی
 دکتری فلسفه علم، مؤسسۀ پژوهشی حکمت و فلسفۀ ایران

ehsan_am@yahoo.com 

 (30/04/1393، پذیرش: 10/02/1393)دریافت: 
 

 چکیده
ترین اثر در سنت نگارش از منلائوس را مهم شکال الکریهالأتوان می

هایی که با هدف حل مسائل نجوم کروی به کتاب ؛های اکر دانستکتاب
از اقلیدس نیز مهمترین اثر دربارۀ هندسۀ  اصولاند. کتاب رشتۀ تحریر درآمده

اشکال مسطحه در ریاضی باستان است. در مقالۀ پیش رو نگارنده بر آن است 
اقلیدس، نشان دهد که مقالۀ  اصولو  شکال الکریهلأاکه با قیاس میان کتاب 

برای  اصولکوششی جهت بازسازی محتوای مقالۀ اول  الکریهکال لأشا اول
های او در ها و محدودیتموفقیت . بر اساس این قیاس،است کروی هایشکل

ها به تمایزهای و با تکیه بر همنهشتی مثلث شودبررسی میانجام چنین کاری 
شود. در ضمن نشان داده قضایای آن در حالت مسطحه و کروی اشاره می

شود که معادل قضیۀ بسیار مهم هندسۀ مسطحه برای مجموع زوایای داخلی می
 ازخستین بار توسط خواجه نصیر الدین طوسی و در تحریر او مثلث، ن

 بیان شده است. شکال الکریهلأا
لائوس، هندسۀ کروی، هندسۀ من ،اقلیدس اصول، شکال الکریهلأا: هاژهکلیدوا

 مسطحه
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 شکال الکریهلأا
قبل از بطلمیوس بوده است، زیرا بطلمیوس در  1نویسد که منلائوسابن ندیم می

 «اصول هندسه»افزاید که از جملۀ آثار او کتاب از او یاد کرده است و می مجسطی
که  «کتاب المثلثات»است که سه مقاله از آن را ثابت بن قره ترجمه کرده است و 

 «کتاب الاشکال الکریه»مقداری از آن به عربی وارد شده است و نیز اثری دارد به نام 
منلائوس  2مانده فقط همین اثر اخیر است.چه از این آثار باقی آن .(327)ص

تئودوسیوس، کتاب مهم دیگری در  اکررا بیش از دو قرن بعد از  شکال الکریهلأا
 ۀشکال الکریلأا بعد از میلاد نوشته است. 100سنت نگارش اکر، در حدود سال 

های آن فقط بخش اصل یونانی تر است اما ازتئودوسیوس پیشرفته اکرمنلائوس از 
به یونانی به جا مانده است و از بقیه  مجسطیاول در شرح تئون بر  ۀکی از مقالکوچ

های عبری و لاتینی در دست است.از هایی به عربی و نیز ترجمهها فقط نسخهقسمت
 این رو است که ترجمه آن به عربی از نظر تاریخی دارای اهمیت فراوان است.

ن بار به عربی ترجمه شد و مورد در قرن سوم هجری چندی شکال الکریهلأاکتاب 
 آن ازتحریری که  برخواجه نصیر طوسی در مقدمۀ خود 3.اصلاح و شرح قرار گرفت

کند که دهد. او ذکر میهای آن به دست میکرده است اطلاعات مفیدی دربارۀ ترجمه
هایی به اصلاح ماهانی و ابوالفضل احمد ابن ابی سعد هروی )وفات بین نسخه
تشان ناصحیح و ناکامل بودند تا در دست داشته است که استدلالا( ق380-390

                                              
1. Menelaus of Alexandria (about 70-130 A.D.) 

 :  )نک هایی از آن در آثار سجزی دانشمند دورۀ اسلامی باقی استاصول او به جا نمانده است اما نشانه. 2
Hogendijk, Jan P. “Traces of the Lost Geometrical Elements of Menelaus in Two Texts of al-

Sijzī”, Zeitschrift fur Geschichte der Arabisch Islamischen Wissenschaften (2000), pp. 129-

164. p. 135) 

 :  نک یعرب یهابرای جزئيات ترجمه. 3
M Krause, “De Sphärik von MenelaosausAlexandrien”, Abhandlungen der Gesellschaft der 

WissenschaftenzuGöttingen 17 (1936); G Yussupova, “Commentaries to Menelaus' Spherics 

by al-Tusi and al-Yazdi”, Izv.Akad. Nauk USSR Ser. Fiz.-Mat.Nauk (6) (1990), 40-43, 80; G 

Yussupova, “Zwei mittelalterliche arabische Ausgaben der 'Sphaerica' des Menelaos von 

Alexandria”, Historia Math. 22 (1) (1995), 64-66.  
 : نک عراق ابونصر نسخۀ آلمانی ۀتصحيح و ترجم یبرا

Krause, Max: Die Sphärik von Menelaosaus Alexandrien in der Verbesserungvon Abû Nasr 

Mansûr b. 'Alî b. 'Irâq. Berlin 1936. 382 pp. Repr. 1998 (Islamic Mathematics and 

Astronomy. 37) 

 : تحریر خواجه نصیر نکبرای 
 ق. 1359، مجموع رسائل،تحریر اکر منلائوسنصیر الدین طوسی، 
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نویسد. رسد و او تحریر خود را بر اساس آن میکه اصلاح ابونصر عراق به دستش میآن
دو مقاله  و بودند دارایهایی که در دست اافزاید که بعضی ازنسخهاو همچنین می

که به ترتیب سی و نه، بیست و چهار  اندهستند ولی بیشترشان در سه مقاله ترتیب یافته
و بیست و پنج قضیه دارند. در اصلاح ابونصر عراق مقالۀ دوم بیست و یک قضیه 
دارد. در نسخۀ عدۀ معدودی هم تعداد قضایا شصت و یک، هجده و دوازده است. 

ای، مقالۀ اول شصت و یک قضیه و مقالۀ دوم سی قضیه های دو مقالهاما در نسخه
ت نتیجه مجموع قضایا بین هشتاد و پنج قضیه تا نود و یک قضیه متغیر اسدارد. در 

 .(3-2)طوسی، صص
توان از نظر موضوعی به دو بخش هندسی و نجومی تقسیم را می شکال الکریهلأا

ای است از قضایا که تمهیدی هندسی برای حل مسائل کرد. بخش هندسی، مجموعه
است که در واقع مسائل نجوم کروی ی یبخش دوم هستند. بخش دوم شامل قضایا

اند. بخش هندسی اکر منلائوس از قضیۀ اول کروی بیان شده هایشکل هستند که با
تا قضیۀ هفدهم مقالۀ دوم در نسخۀ ابن عراق و قضیۀ بیستم و شود مقالۀ اول آغاز می

 از مقالۀ دوم در تحریر طوسی ادامه دارد.

 روش
کید خاصی أبه عدم استفاده از برهان خلف ت ریهشکال الکلأااز حیث روش اثبات در 

ای که در نسخۀ ابن عراق وجود دارد از قول منلائوس گفته در مقدمه .شده است
 های این کتاب از برهان خلف پرهیز کندشود که او کوشیده است تا در اثباتمی
 اشدر مقدمهنیز خواجه نصیر  (،1ص 1؛ کراوزه،«یجب فیها بالطریق المستقیم»)

متذکر شده که در این کتاب سعی شده است تا از براهین خلف استفاده نشود و آن را 
داند زیرا او در کتابش از برهان خلف تئودوسیوس می اکر مذکور در در تقابل با روش

منلائوس  ۀشکال الکریلأاو براهین جزئی برای موضوعات کلی استفاده کرده است. در 
با  .کردهای غیر مستقیم را مشاهده تناب از اثباتتوان تلاش برای اجوضوح میبه

ها در های رساله نیز معلوم است که برخی از قضایا که نظایر مسطح آنبررسی اثبات
به صورت  شکال الکریه منلائوسلأابه شکل خلف اثبات شده است، در رسالۀ  اصول

اثبات مستقیم  اند. با این حال خواجه در تحریر خود پس از بیانمستقیم اثبات شده
اثبات خلفی نیز به دست  شکال الکریهلأاای در بخش هندسی منلائوس برای قضیه

                                              
1. Krause 
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ه است. این قضیه، قضیۀ بیست و یکم از مقالۀ اول است، خواجه نصیر پس از داد
 ارائۀ برهان خود افزوده است که:

 1.ه لا يستعمل الخلفنّلکن هذا البيان لا يناسب کلام مانالاوس لأ

 مقدمات
شود، در تحریر مقالۀ اول به سبک بیشتر رسالات این سنت با ذکر مقدمات آغاز می

 اکرکه طوسی در  حالی اند درآمده« مصادرات»طوسی این مقدمات ذیل عنوان 
انتخاب ، که به معنای تعاریف استرا « حدود»تئودوسیوس برای این مقدمات عنوان 

و ينبغي »که بر آن افزوده به عبارت ای هم کرده است و حتی در مورد اصول موضوعه
 بسنده کرده است. این مصادرات به قرار زیرند: 2«نالَ نّأم ن نسلّأ

الخط شناخته شوند که اشکال مستقیمگونه شناخته میاشکال کروی همان .1
هایی از دوایر عظیمه کوچکتر از نصف دایره ها کمانهای آنکه ضلعآن جزشوند می

ضلعی یا مثلث است و چهارضلعی نیز ضلع به آن محیط است سهسه  چهآنهستند: 
 شود.طور تعریف می همین
زاویای شکل آن است که اضلاع به آن محیط هستند و اگر سطح یکی از دو  .2

دو دایره یکدیگر را با زاویۀ قائمه دایره بر دیگری با زاویۀ قائمه عمود باشد، محیط آن
چه از آن بیشتر است منفرجه نامیده است حاده و آن چه از آن کمترکند و آنقطع می

 شود.می
اش کوچکتر واضح است که سطحی که میلش بر سطح دیگر بیشتر است زاویه .3

است و اگر میل سطحی بر سطح دیگر برابر میل سطحی دیگر بر سطحی دیگر باشد 
ای که نیم دایرۀ دو سطح ای که نیم دایرۀ آن دو سطح به آن محیط است با زاویهزاویه

 باشد.دیگر به آن محیط است برابر می
شود و منظور از قوس آن دو از روی تساوی قوس میلشان فهمیده میتساوی  .4

ای است که دو ضلع آن زاویه از دو قطبش روی دایرۀ عظیمهه آن زاویمیل، قوس وتر 
ها محدود کنیم در گذرند و اگر اندازۀ این میل را به اندازۀ میل نصف دایرهمی
ه از انتهای آن قوس خارج به اندازۀ قوسی است ک صورت میل هر قوس غیر نصفاین
 رسد.شود و به صورت عمود بر دایرۀ دیگری میمی

                                              
 کند.لکن این بیان با کلام منلائوس متناسب نیست زیرا او از برهان خلف استفاده نمی. 1

 و شایسته است که مسلم بدانیم که .2
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کوشند تا شکل و واضح است که در بین این مصادرات، مصادرۀ اول و دوم، می
زاویۀ مسطحه را با تعریفی به روی دایره ببرند. موضوع اصلی این است که با مشابه 

ارائۀ تعریفی مشابه برای زاویه  قرار دادن قوس روی کره با پاره خط روی صفحه و
توان قضایای هندسی مسطحه را روی کره نیز برقرار دانست. اما باید در روی کره می

نظر داشت که این شکل مقدمه متعلق به تحریر خواجه است و نسخۀ ابن عراق که 
آنکه آورد بیگفته شد مطالب زیر را می چهآنجای اصلاح ترجمۀ متن یونانی است به 

 را از توضیحات قبلی جدا کند و نام مصادرات بر آن نهد: آن
نامیم می «(ذا ثلاثة الاضلاع»)ضلعی های روی کره که آن را سهشکلی از شکل .1

کوچکتر از  کمانیهای عظیمه به آن محیط هستند که هر آن است که سه کمان از دایره
 ها به آنهااین کمانهایی است که ضلعی آنهای آن سهو زاویه ،نصف دایره است

ها به آن محیط که سطح واحد مثلث حاصل شود و این کمانمحیط هستند تا این
 باشند.
ها ای به آنهای عظیمهشوند دایرهیهای مساوی نامیده مهایی که زاویهزاویه .2

مساوی هستند یعنی قوسی که بین دو  هانصف این دایره ی میلِهامحیط هستند و قوس
 .(3-2)کراوزه، صص گذردای که به دو قطب آن دو میدارد از دایره دایره قرار

های کروی را در برقراری نوعی قیاس با برخلاف خواجه که قصد دارد شکل
های مسطحه تعریف کند، در نسخۀ یونانی تعریف مثلث کروی مستقلاً صورت شکل

عمیم خواجه وجود توان چنین برداشت کرد که در نسخۀ یونانی این تپذیرفته است. می
های روی کره باشد به مثلث کروی های شکلکه نظر به ضلعنداشته است و بیش از آن

تر نیز با به عنوان شکل اساسی و سازندۀ رساله بوده است. در واقع همین شکل ساده
رسد تعمیم خواجه نصیر در راستای تشابهی قالب رساله سازگارتر است و به نظر می

 داشته است میان هندسۀ مسطحه و هندسۀ کروی برقرار کند. بوده است که قصد
دو مصادرۀ سوم و چهارم در تحریر طوسی، که مشخصاً تعریف هستند، در ارتباط 

تعاریف در این . قرار دارند اصولمستقیم با سه تعریف ششم، هفتم از مقالۀ یازدهم 
 به این قرارند: اصول
حادۀ حاصل از دو خط راست میل یک صفحه نسبت به صفحۀ دیگر زاویۀ  -

 عمود بر فصل مشترک از یک نقطه از فصل مشترک در دو صفحه است.
به صفحۀ دیگر  یک صفحه نسبت به یک صفحه را با یک صفحه نسبت -

 ها نسبت به هم متساوی باشند.های میل آنلمیل گویند اگر زاویهمتساوی ا
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سطح کره انتقال  کوشش شده است که این تعاریف به روی شکال الکریهلأادر 
شود، به جای زاویه از قوس داده شوند، همانطور که در مصادرۀ چهارم مشاهده می

تعریفی مشابه تعریف  نشده است که تلاشجالب آنمربوط به آن استفاده شده است. 
. مطابق ارائه شود ،که در ادامۀ همین دو تعریف است ،هشتم از مقالۀ یازدهم اصول

کنند. چنین هایی هستند که یکدیگر را قطع نمیمتوازی صفحههای این تعریف صفحه
تواند بیانگر نوعی اجتناب از به کار گرفتن مفهوم توازی در مقدمات باشد. کاری می

 زیرا باید دانست که روی کره اصل توازی برقرار نیست.

 قضایای مشابه
و کروی  سطحا برقراری تشابه میان اشکال ماما کار بدیع منلائوس این است که ب

کاری که در سنت اکر و در آثار پیش  ؛کندطح کره اثبات کوشد تا قضایا را روی سمی
با توجه به همین  اکردر مقابل  شکال الکریهلأاسابقه بوده است. شاید عنوان از او بی

چنین کاری مقالۀ اول را با قضایایی در مورد دادن تفاوت عمده باشد. او برای انجام 
های را برای مثلث اصولکه اقلیدس نیز مقالۀ اول کند، چنانمثلث کروی تنظیم می

مسطحه تنظیم کرده بود. در ابتدای مقالۀ اول این رساله برای نخستین بار مثلث کروی 
 شود.های دایره تعریف میبر اساس کمان

های که برای مثلث ،اقلیدس اصولضایای مقالۀ اول در این مقاله نظیر عمدۀ ق
. است های کروی تنظیم و اثبات شدهاین بار برای مثلث ،مسطحه اثبات شده بودند

قضیۀ اول از مقالۀ اول تنها قضیۀ بخش هندسی است که مستقیماً دربارۀ مثلث کروی 
 نیست.

 قضیۀ اول از مقالۀ اول

نقطة منها  یمعلومة من دايرة عظيمة عل قوس یقيم علکيف نُ نَبيّن نُأنريد 
 1.حيط بها دائرتان عظيمتانمعلومة زاوية مساوية لزاوية معلومة يُ

ای برای یک قضیه اصولکروی است. در  این قضیه، قضیۀ انتقال یک زاویۀ
زاویۀ مسطحه وجود ندارد. قضیۀ دوم از مقالۀ اول که یک ساخت است امکان داشتن 

 گوید:می هآورد. این قضیفراهم می اصولگر را در هندسۀ خطی برابر با خطی دی

                                              
 معلوم زاویۀ برابر ایعظیمه، زاویه ۀعلومی از یک دایرخواهیم بیان کنیم که چگونه بر یک نقطه از قوس ممی .1

 .اندکرده محاط را آن عظیمه ۀیم که دو دایرده قرار دیگری
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مطلوب رسم خط راستی است از یک نقطۀ مفروض، مساوی با خط راستی 
 مفروض که آن نقطه یک سر آن باشد.

پیش از اثبات قضایای بیست و نهم تا سی و یکم  اصولاما انتقال یک زاویه در 
لذا اقلیدس تلویحاً در اثبات قضیۀ  نیست،ممکن  هستندکه مبتنی بر اصل توازی 

های این یکی از شکاف 1.است چهارم از مقالۀ اول از انتقال زاویه استفاده کرده
ال و حرکت در هندسه اگر چه کل موضوع انتق ،است اصولشناسانۀ شناخت

جا که از آن شکال الکریهلأادر  خصوص در دورۀ علم اسلامی مورد اعتراض بود.به
زی موضوعیت ندارد، منلائوس انتقال زاویه را از همان ابتدا به عنوان دیگر اصل توا

قضیۀ اساسی هندسۀ خود بنا نهاده است تا با آن امکان ساخت مثلث کروی را فراهم 
اول اصول بازی  ۀآورد. این تک قضیه باید همان نقشی را بازی کند که چهار قضی

 یعنی ساختن یک مثلث دلخواه. ،کنندمی
شود. قضایای دوم و سوم از مقالۀ اول طی می اصولراه نیز با توجه به  حال ادامۀ

با این تفاوت  ،هستند اصولمشابه قضایای پنجم و ششم از مقالۀ اول  شکال الکریهلأا
برای اثبات تساوی زوایای مجاور به دو ضلع در مثلث  اصولکه قضایای 

برای اثبات تساوی  الکریهشکال لأامسطح وعکس آن و قضایای  الساقینِمتساوی
 زوایای مجاور به دو ضلع و عکس آن در مثلث متساوی الساقین کروی هستند.

 قضیۀ دوم از مقالۀ اول

زاويتيه اللتين علي القاعدة  نّإشکل ذي ثلاثة اضلاع متساوي الساقين ف کلّ
 ان.تمتساوي

 قضیۀ سوم از مقالۀ اول

الضلعين  نّإاضلاع متساويتين فذا کانت زاويتان من زوايا شکل ذي ثلاثة إ
 رانهما متساويان.الذين يوتّ

نیز مشابه  شکال الکریهلأاچهارم، پنجم، ششم، هفتم، هشتم و نهم از  هایهقضی
هشتم، بیستم، بیست و یکم، نوزدهم، بیست و چهارم و هجدهم از مقالۀ  هایهقضی
 هستند. اصولاول 

 
                                              

1. Mueller, I., 1981, Philosophy of Mathematics and Deductive Structure in Euclid's 

Elements, Cambridge, MIT Press, pp. 21-22. 
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 شکال الکریهلأاقضیۀ چهارم از مقالۀ اول 

ر ذي خَآذا کان ضلعان من شکل ذي ثلاثة أضلاع مساويين لضلعين من شکل إ
زاويتي الشکلين  نّإضلاع کل لنظيره و کانت القاعدة مساوية للقاعدة فأثلاثة 

ن کانت الزاوية مساوية إضلاع المتساوية متساويتان و اللتين يحيط بهما الأ
 ن القاعدة مساوية للقاعدة.إللزاوية ف

 اصولز مقالۀ اول قضیۀ هشتم ا

های مثلثی دیگر مساوی و قاعدهاگر دو ضلع از مثلثی به ترتیب با دو ضلع از 
ع متساوی هم با های بین آن دو ضلها هم با یکدیگر مساوی باشند، زاویهآن

 یکدیگر مساویند

 (شود.شامل عکس قضیه نیز می شکال الکریهلأاقضیۀ )
 شکال الکریهلأاقضیۀ پنجم از مقالۀ اول 

عظم أي ضلعين کانا أضلاعه أکل ضلعين من  نّإضلاع فأکل شکل ذي ثلاثة 
 من الضلع الباقي.

 اصولقضیۀ بیستم از مقالۀ اول 

 ر است.تدر هر مثلث مجموع هر دو ضلع از ضلع سوم بزرگ

 شکال الکریهلأاقضیۀ ششم از مقالۀ اول 

من غير  رانخَآضلاع ضلعان أضلاع شکل ذي ثلاثة أضلع من  یذا قام علإ
صغر من ضلعي أهما نّإضلاع ذلک الشکل فالتقيا في داخل ذلک الشکل فأ

 ل.وّذلک الشکل الأ
 اصولقضیۀ بیست و یکم از مقالۀ اول 

اگر از دو سر یک ضلع مثلثی و در یک طرف آن دو خط راست چنان رسم 
کنیم که یکدیگر را در داخل مثلث ببرند، مجموع این دو خط راست از 

تر ولی زاویۀ بین آن دو از زاویۀ سوم ضلع دیگر مثلث کوچکمجموع دو 
 تر است. بزرگ

 بخش مقایسۀ زاویه سوم را ندارد.( شکال الکریهلأا)قضیۀ 
 

www.noormags.ir

https://www.noormags.ir


 39تعبیر کروی هندسۀ مسطحه... /

 

 شکال الکریهلأاقضیۀ هفتم از مقالۀ اول 

 .طولمنه يوترها الضلع الأ یالزاوية العظم نّإضلاع فأکل شکل ذي ثلاثة 

 اصولقضیۀ نوزدهم از مقالۀ اول 

 تر است.رو به ضلع بزرگروبه ،تردر هر مثلث زاویۀ بزرگ

 شکال الکریهلأاقضیۀ هشتم از مقالۀ اول 

حدي مساويين لضلعين من أمن  ضلاع و کان ضلعانأذا کان شکلان ذوا ثلاثة إ
ر کل ضلع لنظيره و کانت الزاوية التي يحيط بها الضلعان مساويان خَالآ
عظم من أ ةالقاعد نّإخر فنظيرتها من الآ عظم منأحدهما أخرين من للآ

 .ةالقاعد
 اصولقضيۀ بیست و چهارم از مقالۀ اول 

ها در ر متساوی باشند ولی زاویۀ بین آنهرگاه در دو مثلث دو ضلع نظیر به نظی
تر رو به زاویۀ بزرگتر باشد، ضلع روبهیکی از زاویۀ نظیرش در دیگری بزرگ

 تر است.دیگری بزرگهم در یکی از ضلع متناظرش در 

 شکال الکریهلأاقضیۀ نهم از مقالۀ اول 

 .یطول يوتر الزاوية العظمضلعه الأ نّإضلاع فأشکل ذي ثلاثة  کلّ

 اصولقضیۀ هجدهم از مقالۀ اول 

 تر است.رو به زاویۀ بزرگروبه ،تردر هر مثلث ضلع بزرگ

 قضایای متفاوت
تواند برای تحقیق ما حائز چه میاما آن یابد،جا خاتمه نمیها به اینداستان مشابهت

شود. در واقع جایی است که مثلث ها تمام میاهمیت باشد جایی است که این تشابه
دارد.  اصولهندسۀ کروی در هندسۀ کروی خصوصیات متفاوتی از مثلث مسطحه در 

 است. شکال الکریهلأامثال واضح چنین قضایایی، قضیۀ دهم و یازدهم 
 شکال الکریهلأامقالۀ اول قضیۀ دهم از 

الزاوية  نّإمن نصف دائرة ف قلّأضلاع ذا کان ضلعان من شکل ذي ثلاثة الأإ
ابلة لها من الزاويتين عظم من زاوية الداخلة المتقأالخارجة التي تلي الضلع 
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 نّ إعظم من نصف دايرة فأن کان الضلعان منه إالضلع الباقي و  یاللتين عل
ن کان ضلعان مساويين إصغر من الداخلة التي تقابلها و أالزاوية الخارجه 

 1.الزاوية الخارجة مساوية للداخلة التي تقابلها نّإلنصف دايرة ف
شود قضیۀ شانزدهم از درهندسۀ مسطحه تنها بخش اول قضیه صادق است، که می

ۀ ها را امتداد دهیم زاویدر هر مثلث اگر یکی از ضلع گوید:که می اصولمقالۀ اول 
 تر است.های داخلی غیر مجاور با آن بزرگخارجی حاصل، از هر یک از زاویه

توان کروی است. یعنی با توجه به این قضیه می ثدو حالت بعدی مختص مثل
های مسطحه برقرار است وقتی مثلث کروی فهمید که قانونی که در مورد تمامی مثلث

ثلث کروی که اضلاعش از نیم باشد برای یک حالت خاص از مثلث کروی، یعنی آن م
های کروی با مثلث ترند، صادق است. این قضیه تفاوت بخشی از مثلثدایره کوچک

توان شباهتی پیدا کرد، اما قضیۀ یازدهم از دهد، یعنی همچنان میمسطحه را نشان می
کند های کروی اثبات می، خصوصیتی در مورد تمام مثلثشکال الکریهلأامقالۀ اول 

 کند.های مسطح صدق نمیمورد تمام مثلثکه در 
 شکال الکریهلأاقضیۀ یازدهم از مقالۀ اول 

صغر من الزاويتين الداخلتين أزاويته الخارجة  نّ إضلاع فأکل شکل ذي ثلاثة  
 2.المتقابلتين لها

کند اما نظیری برای مثلث کروی این قضیه اگر چه در هندسۀ مسطحه صدق نمی
است  اصولهای ترین قضیهالذکر در هندسۀ مسطحه یکی از مهمدارد. نظیر قضیۀ فوق 

و اثبات آن ارتباط مستقیم با اصل توازی دارد. این قضیۀ مهم قضیۀ سی و دوم از 
در هر مثلث اگر یک ضلع را امتداد دهیم زاویۀ  گوید:است که می اصولمقالۀ اول 

ت و سه زاویۀ داخلی خارجی حاصل با دو زاویۀ داخلی غیر مجاور با آن مساوی اس
 مثلث برابر با دو قائمه است.

شود، که هر در اثبات این قضیه از دو قضیۀ بیست و نهم و سی و یکم استفاده می
ای است که دو قضیه مستقیماً بر اصل توازی مبتنی هستند. این قضیه نخستین قضیه

                                              
 هر از ضلع، به مجاور خارجی ۀد، پس زاوینتر باشضلعی از نصف دایره کوچکاگر دو ضلع از یک شکل سه .1

 پس باشند، تربزرگ دایره نصف از ضلع دو اگر و است، تربزرگ هستند دیگر ضلع روی که داخلی زوایای از یک
 با خارجی ۀزاوی باشند، دایره نصف مساوی اضلاع اگر و است، آن متقابل داخلی زاویۀ از کوچکتر خارجی زاویۀ
 .است برابر آن متقابل داخلی زاویۀ

 .است آن به متقابل داخلی زاویۀ دو[ مجموع] از ترکوچک خارجی ۀضلعی زاویدر هر شکل سه .2
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خطوط موازی اثبات قضایایی دربارۀ  پس از استفاده از اصل توازی برای اصولدر 
 آید.می

بخش دوم این قضیه که صد و هشتاد درجه بودن مجموع زوایای داخلی مثلث 
های اصل توازی است. اگر چه در ترجمۀ عربی ابن عراق و است، یکی از معادل

ای به بخش مجموع زوایای داخلی مثلث کروی نشده احتمالاً در اصل یونانی اشاره
عظم من أو جميع زواياه الثلاث »طوسی  اما در تحریر (90)کراوزه، ص است

. این قضیه نشان (11)طوسی، ص انتهای صورت قضیه اضافه شده است به« قائمتين
تواند بیش از دو قائمه باشد. دهند که مجموع زوایای داخلی یک مثلث کروی میمی

حت شود با مسانامیده می 1«ایاضافۀ زاویه»دانیم که این مقدار بیشتر که امروزه می
مثلث متناسب است و اگر مثلث کروی را به دو مثلث تقسیم کنیم مجموع اضافۀ 

 .ای مثلث اصلی خواهد بودای آن دو مثلث برابر اضافۀ زاویهزاویه

 هاهمنهشتی مثلث
ها است. برای دیگر در مورد متفاوت بودن مثلث کروی در مورد همنهشتی مسألۀ

توان به حصر منطقی چهار حالت را لحاظ کرد. اثبات های مسطحه میهمنهشتی مثلث
 اصولای که در ها به اصل توازی ربطی ندارد، به همین لحاظ سه قضیههمنهشتی مثلث

اند. قضیۀ چهارم از مقالۀ و نهم آمدهها هستند قبل از قضیۀ بیست دار اثبات آنعهده
ها، قضیۀ هشتم از حالت دو ضلع و زاویۀ نظیر بین آناول همنهشتی دو مثلث را در 

مقالۀ اول همنهشتی دو مثلث را در حالت برابری سه ضلع نظیر و قضیۀ بیست و ششم 
 2.نندکاز مقالۀ اول همنهشتی دو مثلث را در حالت دو زاویه و یک ضلع نظیر بیان می

اثبات نشده است و آن همنهشتی دو مثلث در  اصولحالت چهارمی هست که در 
حالت تساوی دو ضلع نظیر و زاویۀ نظیر مقابل ضلع بزرگتر است، صورت خاصی از 

که زاویۀ مورد نظر قائمه باشد در جریان اثبات قضیۀ چهاردهم از این حالت یعنی وقتی
 اثبات شده است. اصول مقالۀ سوم

شرایط همنهشتی دو مثلث کروی در نظر گرفته  شکال الکریهلأاخش هندسی در ب
که قضیۀ چهارم هستند. چنان هز این قضایا مشابه شکل مسطح قضیشده است. برخی ا

                                              
1. Angular Excess 

سه  یهستند يعن یگويد دو مثلث مساویم یکند و وقتی( صحبت نمCongruence) یاقليدس از مفهوم همنهشت .2
 باشد.یم برابر آنها مساحت و برابر آنها نظير ضلع سه و نظير ۀزاوي
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همنهشتی را در حالت  اصولمانند قضیۀ هشتم از مقالۀ اول  شکال الکریهلأامقالۀ اول 
 کند.برابری سه ضلع نظیر اثبات می

که دیدیم قضایای چنانو  ،ها مبتنی بر اصل توازی نیستمنهشتی مثلثاگر چه ه
، اما تفاوت سطح ندپیش از نخستین استفاده از اصل توازی آمده بود اصولآن در 

کند که در این حالت تناظری بین حالت دیگری را روی کره ایجاد می صفحهکروی با 
مسطحه وجود ندارد و آن همنهشتی در حالت  حالت همنهشتی مثلث کروی و مثلث

شمار مثلث توان بیکه در روی صفحه مینظیر است. زیرا در حالی ۀبرابری سه زاوی
متشابه با سه زاویۀ نظیر برابر و اندازۀ متفاوت ساخت، اما روی یک کرۀ مشخص 

است. در های نظیر برابر دارند یکی هایی که زاویهاضلاع و مساحت تمام مثلث ۀانداز
واقع روی کره هیچ دو مثلث متشابهی که با هم برابر نباشند وجود ندارد. به این تفاوت 

که متن آن از این قرار  توجه شده است شکال الکریهلأااول در قضیۀ هجدهم از مقالۀ 
 است: 

حدهما مساوية أث من ضلاع و کانت الزوايا الثلاثة الأذا کان شکلان ذوا ثلاإ
ضلاع التي الأ نّإعني کل زاوية تساوي نظيرتها فأر خَمن الآ ثللزوايا الثلا

 توترها الزوايا المتساوية متساوية.

 اند:زیر بیان شده اما برای همنهشتی دو مثلث در حالات دیگر قضایای
 دوازدهم از مقالۀ اول ۀقضی

ضلاع و کانت زاويتان من زواياهما التي عند أذا کان شکلان ذوا ثلاثة إ
ين قائمتين و کانت الزاويتان الباقيتان منهما متساويتين غير قائمت القاعدتين

الضلعين  نّإکان الضلعان اللذان يوتران الزاويتين القائمتين متساويين فو
 ر کل ضلع للنظيره.خَحد المثلثين مساويان للضلعين من الآأالباقيين من 

که این اجزای مطابق این قضیه دو مثلث کروی با هم همنهشت هستند در حالتی 
 و یک زاویۀ غیرقائمه ،مجاور به قاعده ۀقائم ۀدو مثلث برابر باشند: یک زاوینظیر از 

 شتی در حالت دو زاویه و یک ضلع است.هکه شکل خاصی از همن ؛وتر زاویۀ قائمه
 قضیۀ سیزدهم از مقالۀ اول

ة من حدهما مساوية لزاويأضلاع و کانت زاوية من ذا کان شکلان ذوا ثلاثة الأإ
حدهما المحيطان بزاوية من الزاويتين الباقيتين من أر و کان الضلعان من خَالآ
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حد الشکلين مساويين للضلعين للمحيطين بنظيرة تلک الزاوية من الشکل أ
 ر کل ضلع لنظيره و کانت الزاويتان الباقيتين من الشکلين متساويتان.خَالآ

تند در حالتی که این اجزای مطابق این قضیه دو مثلث کروی با هم همنهشت هس
که تعمیمی از  ؛ای دیگردو ضلع زاویه و نظیر از دو مثلث برابر باشند: یک زاویه

 تر است.رو به ضلع بزرگروبه ۀشتی در حالت دو ضلع و زاویههمن
 قضیۀ چهاردهم از مقالۀ اول

حدهما مساويتين أضلاع و کانت زاويتان من أذا کان شکلان ذوا ثلاثة إ
کان الضلعان اللذان يليان الزوايا ر کل زاوية لنظيرتها وخَين من الألزاويت

 ضلاع الباقية من المثلثين متساوية.الأ نّإالمتساوية متساويين ف
مطابق این قضیه دو مثلث کروی با هم همنهشت هستند در حالتی که این اجزای 

که شکل خاصی از  ؛ضلع بین آن دو زاویهو  دو زاویهنظیر از دو مثلث برابر باشند: 
شتی در حالت دو زاویه و ضلع است. در اثبات قضیۀ چهاردهم تنها حالت ههمن

خاصی که زوایا قائمه باشند اثبات شده است، و قضیۀ پانزدهم اثبات قضیه در حالت 
 کلی است.

 قضیۀ شانزدهم از مقالۀ اول

لعين حدهما مساويين لضأضلاع و کان ضلعان من أذا کان شکلان ذوا ثلاثة إ
ضلاع المتساوية کانت الزوايا التي توترها الأر کل ضلع لنظيره وخَمن الآ

الشکلين قطبا لقاعدة ذلک رأسي  یمتساوية ولم تکن واحدة من النقطتين عل
 القاعدتين متساويتان. نّإالشکل ف

 مطابق این قضیه دو مثلث کروی با هم همنهشت هستند در حالتی که این اجزای
نقاط رأس  ودو زاویۀ مقابل به آن دو ضلع  ،دو ضلع برابر باشند: نظیر از دو مثلث

ها نباشند. با تساوی دو ضلع از فرض و قاعده از حکم دو مثلث ها قطب قاعدۀ آنمثلث
 شوند.در حالت سه ضلع همنهشت می

 قضیۀ هفدهم از مقالۀ اول

حدهما مساويتين أکانت زاويتان من ضلاع وأثة ذا کان شکلان ذوا ثلاإ
حد الضلعين اللذين يوتران أکان ر کل زاوية لنظيرتها وخَلزاويتين من الآ

ر مساويا لنظيره من المثلث خَحدهما المساويتين لزاويتي الآأالزاويتين من 
لم ر وخَعني الذي يوتر الزاوية المساوية لتلک الزاوية في المثلث الآأر خَالآ
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ذا جمعا إيکن الضلعان الباقيان من الاضلاع التي توتر الزوايا المتساوية 
 1.ضلاع المثلثين متساويةأباقي  نّإ]مساويين[ لنصف دائرة ف

مطابق این قضیه دو مثلث کروی با هم همنهشت هستند در حالتی که این اجزای 
مجموع  ون دو زاویه رو به یکی از آضلع روبه ،دو زاویهنظیر از دو مثلث برابر باشند: 

رو به زاویۀ مساوی دیگر در دو مثلث برابر نصف دایره نباشد. که با تساوی ضلع روبه
 شوند.یک ضلع از فرض و دو ضلع از حکم در حالت سه ضلع دو مثلث همنهشت می

نویسد که در مورد این شکل هفت اختلاف وجود خواجه نصیر در تحریر خود می
که در بعضی نسخ این را که مجموع ضلع بین دو زاویۀ  کنددارد. سپس اضافه می

اند مساوی نیز با نظیرش در مثلث دیگر مساوی نصف دایرۀ عظیمه نباشند شرط کرده
ظر گرفت، و برای تحقیق در مورد آن باید هر یک را یک ربع دایرۀ عظیمه در ن

گوید اما میرسد با استفاده از برهان خلف به تناقض می خواجه سپس با این فرض و
این تناقض به این معنی نیست که نقیض فرض درست است بلکه از این تناقض نتیجه 

توان قضیه را اثبات کرد. سپس دو حالت دیگر را که در آن این شرط نمیبا شود که می
هر دو ضلع نظیر مقابل به دو زاویه مجموعشان برابر نصف دایره باشد و حالتی که دو 

لث مساوی نباشند ولی مجموعشان مساوی نصف دایره باشد بیان ضلع نظیر در دو مث
گوید که بیان شوند. و میدهد که آن دو هم به مطلوب منجر نمیو نشان میکند می

که ما بدانیم با هم که مجموع هر دو ضلع نظیر بدون اینتساوی دو مثلث در حالتی
  گوید که:در انتها میماند. و برابرند مساوی نصف دایرۀ عظیمه نیست باقی می

ولذلک اقتصر  راط عدم ما هو نقيض للوضع وجهاًو اما منلائوس فلم ير لاشت
 2.المطلوب یاشتراط عدم ما هو غير مؤد ال یعل

این تحلیل دقیق شروط در تحریر خواجه نصیر نشان دهندۀ آن است که او 
این گرایش او در  کوشیده علاوه بر شروط کافی، شروط لازم را نیز تحلیل نماید.می

 مشخصی دارد. بروز شکل القطاعالکشف القناع عن اسرار رسالۀ 

                                              
معادل با بيان ابن عراق است: کل مثلثين  یآمده است ول یصورت قضيه در تحرير خواجه با توضيح بيشتر .1

الموترين لتينک الزاويتين ر و کان الضلع الباقي من خَحدهما نظائرها من الآأزاويتان وضلع ليس بينهما من  یساو
 ر.خَحدهما مساوية لنظائرها من الآأوالزاوية الباقية من  رينخَالضلعين الآ نّإمع نظيره غير معادل لنصف عظيمة ف

که  یرا که با فرض در تناقض است شرط کند و به شروط یو اما منلائوس نظرش اين نبودکه نبودن وجوه .2
 شود بسنده کرده است.ینبودنش باعث به نتيجه نرسيدن م
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 نتیجه
منلائوس تلاشی برای بازسازی فصل  (اکر) الأشکال الکریه کهتوان گفت در انتها می

منجر به مشخص شدن برخی از  و این کوششاقلیدس روی کره است  اصولاول 
توان دانست که وی شده است. لذا میها میان قضایای معادل مسطحه و کرتفاوت
چه امروزۀ هندسه میان آن ترین تمایزات و تشابهاتدانان قدیم به برخی از مهمریاضی

توان کار منلائوس را تلاش اند و نیز مینامیم آگاهی داشتهاقلیدسی و هندسه کروی می
پی گرفته دقت کروی دانست. این مسیر را طوسی بهبرای بنیان نهادن نوعی هندسۀ 

است و معادل مهم قضیۀ مجموع زوایای داخلی مثلث برای هندسۀ کروی را بیان کرده 
 است.
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